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Wykład  Programowanie liniowe



Zakład może wytwarzać dwa produkty: 𝑃1 i 𝑃2. Ich produkcja jest limitowana 
dostępnymi zasobami trzech środków: 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3. Zasoby tych środków wynoszą 
odpowiednio, 14, 8 i 16 jednostek. Nakład środka 𝑆1 na wytworzenie produktu 𝑃1
wynosi 2 jednostki, a na wytworzenie produktu 𝑃2 - również 2 jednostki. Nakłady 
środka 𝑆2 wynoszą odpowiednio, 1 i 2 jednostki, natomiast środka 𝑆3 - 4 i 0 jednostek. 
Zysk osiągany z wytworzenia jednostki produktu 𝑃1 wynosi 2 jednostki, a z 
wytworzenia jednostki produktu 𝑃2 - 3 jednostki. Należy zaplanować produkcję tak 
aby maksymalizować zysk.

Zmienne decyzyjne:
𝑥1, 𝑥2 - planowana wielkość produkcji wyrobu odpowiednio, 𝑃1, 𝑃2.

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

Ograniczenia: 
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0



Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 18

2𝑥1 + 3𝑥2 = 12

𝑥1 = 4

𝑥2 = 2

2𝑥1 + 3𝑥2 = 14
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2𝑥1 + 3𝑥2 = 0



Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 18

2𝑥1 + 3𝑥2 = 14

Zadanie jak poprzednio, z tym że łączna produkcja nie może być mniejsza niż 8

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 8

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 8 Zbiór rozwiązań 
dopuszczalnych 
jest pusty

() ù
ú

ø
é
ê

è
=Ð

3

2
xFx



Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 4𝑥2

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 4𝑥2 = 20

2𝑥1 + 4𝑥2 = 8

𝑥1 = 4

𝑥2 = 2

Zadanie jak na wstępie, z tym że zysk jednostkowy dla produktu 𝑃2 wynosi 4 

𝑥1 = 0

𝑥2 = 4 Zbiór 
rozwiązań
alternatywnych

2𝑥1 + 4𝑥2 = 16
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Rozważmy problem planowania produkcji, w którym występuje jedynie 
ograniczenie dotyczące środka 𝑆3 (jego zużycie nie może przekraczać 16 jednostek) 
oraz sformułowano dolne ograniczenie na łączną wielkość produkcji, która nie 
może być mniejsza od 3 jednostek. Zysk z poszczególnych produktów jak 
poprzednio.  

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

Ograniczenia:
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 12

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16

Rozwiązanie nieograniczone

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3

2𝑥1 + 3𝑥2 = 16
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𝑥∗ → 𝐹 𝑥∗ = min
𝑥∈𝒟𝑥

𝐹 𝑥

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝜑𝑙 𝑥 = 0, 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿, 𝜓𝑚 𝑥 ≤ 0,𝑚 = 1, 2,… ,𝑀

𝐹 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 =෍

𝑠=1

𝑆

𝑐𝑠𝑥
𝑠

𝜑𝑙 𝑥 = 𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 =෍

𝑠=1

𝑆

𝑎𝑙𝑠𝑥
𝑠 − 𝑏𝑙 = 0 𝑙 = 1, 2,… , 𝐿

𝜓𝑚 𝑥 = 𝑎𝑚
𝑇 𝑥 − 𝑏𝑚 ≤ 0 =෍

𝑠=1

𝑆

𝑎𝑚𝑠𝑥
𝑠 − 𝑏𝑚 ≤ 0 𝑚 = 1, 2,… ,𝑀

𝑥 𝑠 ≥ 0 𝑠 = 1, 2,… , 𝑆



1. Rozwiązanie leży w 

wierzchołku



2. Rozwiązanie leży na odcinku



3. Rozwiązanie nieograniczone



𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 + 𝑥 2 «min

𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅2, −𝑥 1 − 𝑥 2 + 1 ≤ 0, 2𝑥 1 + 3𝑥 2 − 6 ≤ 0, 𝑥 1 , 𝑥 2 ≥ 0}

𝛻𝑥𝐹 𝑥 =
−2
1

−𝛻𝑥𝐹 𝑥 =
2
−1



𝐹(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥

A:  𝒟𝑋 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 , 𝑥 ≥ 0𝑆

lub

B:  𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 ≤ 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆}

𝑐 =

𝑐1
⋮
𝑐𝑆

, 𝑏 =
𝑏1
⋮
𝑏𝐿

, 𝑥 =
𝑥 1

⋮
𝑥 𝑆

, 𝐴𝑆𝑥𝐿 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑆
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝐿1 ⋯ 𝑎𝐿𝑆



1° 𝑎𝐿
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 ≤ 0 wprowadzamy sztuczną zmienną

𝐵 → 𝐴

𝑥𝑆+1 ≥ 0

𝑎𝑙
𝑇𝑥 + 𝑥𝑆+1 − 𝑏𝑙 = 0

czyli

ഥ𝑎𝑙 =

𝑎𝐿1
⋮
𝑎𝐿𝑆
1

, ҧ𝑥 =

𝑥 1

⋮
𝑥 𝑆

𝑥 𝑆+1

, ҧ𝑐 =

𝑐1
⋮
𝑐𝑠
0

𝐹 𝑥 = ҧ𝑐𝑇 ҧ𝑥

ഥ𝑎𝑙
𝑇 ҧ𝑥 − 𝑏𝐿 = 0



𝐴 → 𝐵

𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 ≤ 0

2° 𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 = 0 ≡

−𝑎𝑙
𝑇𝑥 + 𝑏𝑙 ≤ 0

3° 𝑥 𝑠 - nie jest ograniczone

𝑥 𝑠 = 𝑥 𝑠 ′ − 𝑥 𝑠 ′′

𝑥 𝑠 ′ ≥ 0, 𝑥 𝑠 ′′
≥ 0

ҧ𝑥 =

𝑥 1

⋮
𝑥𝑠−1

𝑥 𝑠 ′

𝑥 𝑠 ′′

𝑥𝑠+1

⋮
𝑥𝑠

, ҧ𝑐 =

𝑐1
⋮

𝑐𝑠−1
𝑐𝑠
−𝑐𝑠
𝑐𝑠+1
⋮
𝑐𝑠

, ഥ𝑎𝑙 =

𝑎𝑙1
⋮

𝑎𝑙𝑠−1
𝑎𝑙𝑠
−𝑎𝑙𝑠
𝑎𝑙𝑠+1
⋮
𝑎𝑙𝑠



𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 + 𝑥 2

−𝑥 1 − 𝑥 2 + 1 ≤ 0 → −𝑥 1 − 𝑥 2 + 𝑥 3 + 1 = 0 𝑥 3 ≥ 0

2𝑥 1 + 3𝑥 2 − 6 ≤ 0 → 2𝑥 1 + 3𝑥 2 + 𝑥 4 − 6 = 0 𝑥 4 ≥ 0

𝐴 =
−1 −1 1 0
2 3 0 1

, b =
−1
6

,

𝑥 =

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

, 𝑐 =

−2
1
0
0



F 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥

𝒟𝑋 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠: 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 , 𝑥 ≥ 0

𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝜆𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏 − 𝜇𝑇𝑥

𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐 + 𝐴𝑇𝜆 − 𝜇 = 0𝑆

𝛻𝜆𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 !!!

𝜇𝑇𝛻𝜇𝐿 = 𝜇𝑇𝑥 = 0

𝜇 ≥ 0𝑆

𝑥 ≥ 0𝑆



Rozwiązanie dopuszczalne 𝑥 ∈ 𝒟𝑥

𝐴𝑥 = 𝑏 𝑅𝑧 𝐴 = 𝐿 𝑆 ≥ 𝐿

Rozwiązanie Bazowe

𝑥𝐵 = 𝐵−1𝑏 𝐵 – macierz 𝐿 kolumn z macierzy 𝐴

maksymalna liczba ?

𝑆!

𝐿! 𝑆 − 𝐿 !

Rozwiązanie Bazowe Dopuszczalne  𝑥𝐵 ≥ 0𝐿

Niezdegenerowane Rozwiązanie Bazowe Dopuszczalne  𝑥𝐵 > 0𝐿



1. Przechodzenie z jednej bazy do drugiej

2. Kryterium zbieżności – zatrzymanie procedury

3. Wyznaczenie rozwiązania początkowego

4. Postępowanie przy rozwiązaniach zdegenerowanych



𝐴𝑥 = 𝑏 𝑥𝐵 = 𝐵−1𝑏 - rozwiązanie bazowe

𝑥𝐵 = 𝐵−1𝐴𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 /𝐵−1

𝐵−1𝐴𝑥 − 𝐵−1𝑏 = 0𝐿

𝑐𝑇𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 − 𝑐𝑇
𝐵
𝐵−1𝐴𝑥 − 𝐵−1𝑏

= 𝑐𝑇 − 𝑐𝑇𝐵𝐵
−1𝐴 𝑥 − 𝑐𝑇𝐵𝐵

−1𝑏



𝒄𝟏 ⋯ 𝒄𝒌 ⋯ 𝒄𝑺
Zmienn
e
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 … ℎ𝑘 … ℎ𝑆 ℎ𝑠0
ℎ𝑠𝑘

ℎ𝑠𝑘 ≥ 0

𝑥𝑗1 𝑐𝑗1 ℎ10 ℎ11 ⋯ ℎ1𝑘 ⋯ ℎ1𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝑙 𝑐𝑗𝑙 ℎ𝑙0 ℎ𝑙1 ⋯ ℎ𝑙𝑘 ⋯ ℎ𝑙𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝐿 𝑐𝑗𝐿 ℎ𝐿0 ℎ𝐿1 ⋯ ℎ𝐿𝑘 ⋯ ℎ𝐿𝑠

𝑐1 − 𝑧1 ⋯ 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 ⋯ 𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑧𝑘 = ෍

𝑠∈𝐼𝐵

𝑐𝑠ℎ𝑠𝑘 ℎ𝑙𝑠
′ ≔

ℎ𝑙𝑠
ℎ𝑙𝑘

; ℎ𝑖𝑠
′ = ℎ𝑖𝑠 −

ℎ𝑖𝑘ℎ𝑙𝑠
ℎ𝑙𝑘

𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 𝑖 = 0, 1, … , 𝑆
𝑠 ∈ 𝐼𝐵\{𝑙}



1. Wyznaczamy początkową bazę dopuszczalną

2. Badamy czy 𝑐 − 𝑐𝐵𝐵
−1𝐴 ≥ 0𝑆. Jeżeli tak to 𝑥𝐵 - rozwiązanie

problem 𝑥 = [𝑥𝐵 0]

3. Wstawiamy do bazy 𝑘 – takie, że 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 = min
1≤𝑠≤𝑆

(𝑐𝑠 − 𝑧𝑠)

4. Badamy, czy ℎ𝑘 ≤ 0, jeśli tak – funkcja nieograniczona

5. Wyrzucamy z bazy  l – takie, że

ℎ𝑙0
ℎ𝑙𝑘

= min
1≤𝑠≤𝑆

{
ℎ𝑠0
ℎ𝑠𝑘

, ℎ𝑠𝑘 > 0}

6. 𝐼𝐵 ≔ 𝐼𝐵 ∖ 𝑙 ∪ 𝑘

𝐼𝐵 = {𝑗 ∈ 1, 2, … , 𝑆 𝑥 𝑗 jest elementem bazy }

7. Jeżeli wskaźnik optymalności zmiennej nie bazowej jest równy 0 to istnieje 

kolejne rozwiązanie (rozwiązania alternatywne)



𝒄𝟏 ⋯ 𝒄𝒌 ⋯ 𝒄𝑺
Zmienn
e
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 … ℎ𝑘 … ℎ𝑆 ℎ𝑠0
ℎ𝑠𝑘

ℎ𝑠𝑘 ≥ 0

𝑥𝑗1 𝑐𝑗1 ℎ10 ℎ11 ⋯ ℎ1𝑘 ⋯ ℎ1𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝑙 𝑐𝑗𝑙 ℎ𝑙0 ℎ𝑙1 ⋯ ℎ𝑙𝑘 ⋯ ℎ𝑙𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝐿 𝑐𝑗𝐿 ℎ𝐿0 ℎ𝐿1 ⋯ ℎ𝐿𝑘 ⋯ ℎ𝐿𝑠

𝑐1 − 𝑧1 ⋯ 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 ⋯ 𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑧𝑘 = ෍

𝑠∈𝐼𝐵

𝑐𝑠ℎ𝑠𝑘 ℎ𝑙𝑠
′ ≔

ℎ𝑙𝑠
ℎ𝑙𝑘

; ℎ𝑖𝑠
′ = ℎ𝑖𝑠 −

ℎ𝑖𝑘ℎ𝑙𝑠
ℎ𝑙𝑘

𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 𝑖 = 0, 1, … , 𝑆
𝑠 ∈ 𝐼𝐵\{𝑙}



𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 − 3𝑥 2 + 0𝑥 3 + 0𝑥 4 + 0𝑥 5

2𝑥 1 + 2𝑥 2 − 14 ≤ 0 → 2𝑥 1 + 2𝑥 2 + 𝑥 3 = 14

𝑥 1 + 2𝑥 2 − 8 ≤ 0 𝑥 1 + 2𝑥 2 + 𝑥 4 = 8

4𝑥 1 − 16 ≤ 0 4𝑥 1 + 𝑥 5 = 16

𝐹 𝑥 = [−2 −3 0 0 0]

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

𝑥 5

2 2 1 0 0
1 2 0 1 0
4 0 0 0 1

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

𝑥 5

=
14
8
16



-2 -3 0 0 0

Zmienne
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ0
ℎ2

𝑥3 0 14 2 2 1 0 0 14

2

𝑥4 0 8 1 2 0 1 0 8

2

𝑥5 0 16 4 0 0 0 1 -

0 -2 -3 0 0 0

𝐼𝐵 = {3, 4, 5}



-2 -3 0 0 0

Zmienne
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ0
ℎ1

𝑥3 0 6 1 0 1 -1 0 6

1

𝑥2 -3 4 1

2

1 0 1

2

0 4

1
2

𝑥5 0 16 4 0 0 0 1 16

4

−
1

2

0 0 3

2

0



-2 -3 0 0 0

Zmienne
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5

𝑥3 0 2 0 0 1 -1
−
1

4

𝑥2 -3 2 0 1 0 1

2
−
1

8

𝑥1 -2 4 1 0 0 0 1

4

0 0 0 3

2

1

8

≥ 0

𝑥𝐵

Rozwiązanie       [4 2 2 0 0]



𝐴𝑥 = 𝑏

𝑥 ≥ 0𝑆

Zmodyfikuj zbiór

𝐴𝑥 + 𝐼𝑥𝑎 = 𝑏 𝑥 ≥ 0, 𝑥𝑎 ≥ 0

Zadanie pomocnicze

min
𝑥𝑎

1𝑇𝑥𝑎



𝐹 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 +𝑀1𝑇𝑥𝑎

Przy ograniczeniach

𝐴𝑥 + 𝐼𝑋𝑎 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0, 𝑥𝐴 ≥ 0



29



𝐹 𝑥 = 𝑥𝑇𝐷𝑋 + 𝑐𝑇𝑥

𝐷𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0

𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑥𝑇𝐷𝑥 + 𝐶𝑇𝑥 + 𝜆𝑇(𝐴𝑥 − 𝑏)

∨= 𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐 + 2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 ≥ 0

𝑥𝑇𝛻𝑋𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑥𝑇 = 0

𝛻𝜆𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0

𝑐 + 2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 −∨= 0

𝑥𝑇 ∨= 0

𝐴𝑥 = 𝑏

∨= 𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝑠 ≥ 0
𝑥′𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝑠 = 0
𝛻𝑠𝐿 𝑥, 𝑠 = 0



𝐴𝑥 = 𝑏

2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 −∨= −𝑐

𝑥𝑇 ∨= 0, 𝑥 ≥ 0,∨≥ 0

𝐴 0 0
2𝐷 −𝐴𝑇 𝐼

𝑥
𝜆
∨

=
𝑏
−𝑐

𝑥 ≥ 0,∨≥ 0, 𝑥𝑇 ∨= 0



Teraz sztuczne zmienne należy usunąć

Stosujemy zadanie programowania liniowego

𝐹 𝑢 = 1𝑇𝑢

Przy ograniczeniach

𝐴 0 0 0 0
2𝐷 −𝐴𝑇 𝐴′ −𝐼 𝐸

𝑥
𝜆′

𝜆′′

∨
𝑢

=
𝑏
−𝑐

Zadanie programowania liniowego



𝐵𝑥𝐵 = 𝑏 - rozwiązanie bazowe

𝐴𝑥 = 𝑏

2𝐷𝑋 + 𝐴𝑇𝜆 −∨ +𝐸𝑢 = −𝑐 𝑢 –sztuczna zmienna

𝑢 ≥ 0

𝐷𝐵 - macierz, której ?

𝐸–diagonalna

+1 − 𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 ≥ 0

Δ𝑗 =

−1 − 𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 < 0

𝑢𝑗 = −𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑆, 𝜆 = 0,∨= 0


