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Chapter 3.
Estymator najwieksze] wiarygodnosci
| estymator Bayesa (part 1)

e \Wstep

e Estymator najwiekszej wiarygodnosci
e Przyktad dla przypadku szczegolnego
e Przypadek Gaussowski: nieznane pnic
e Obcigzenie estymatora

e Dodatek: Sformutowanie zadania MW



e \/Vstep

e Data availability in a Bayesian framework

e Mozemy opracowac optymalny klasyfikator
Bayesa, znajac:
e P(w;) (prawdopodobienstwa a’priori)
e P(X| ) (warunkowe rozktady w klasach)
Niestety, jedynie w wyjgtkowych sytuacjach
dysponujemy petng informacjg probabilistyczng

e Opracowywanie klasyfikatora w oparciu o
clag uczacy

e Latwo oszacowac prawdopodobienstwa a’priori

o Cigg uczacy jest zwykle zbyt maty do estymac;i
rozktadow warunkowych (duzy wymiar przestrzeni
cech)
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e Informacja aprioryczna o problemie

e Normalny rozktad P(X | o))
P(X [ @) ~ Ny, %)
o Rozktad charakteryzowany przez dwa parametry
e Techniki estymacji

o Estymator Maksymalnej Wiarygodnosci (MW)
e Estymator Bayesa

o Wyniki koncowe sg podobne, ale podejscia sg
rozne

Pattern Classification, Chaptefi3
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e Zestaw parametrow w zadaniu MW jest ustalony,

ale wartosci parametrow nalezy wyznaczyc

o Najlepsze oszacowania wartosci parametrow
uzyskujemy maksymalizujgc
prawdopodobienstwo otrzymania danych, jakie
zostaty zaobserwowane

o W metodach Bayesowskich parametry
rozpatrywane sg jako zmienne losowe o0 znanych
rozktadach

e W obu podejsciach uzywamy P(w; | X) do
konstrukcji regut decyzyjnych klasyfikatora

Pattern Classification, Chaptefi3



e Estymator Maksymalnej Wiarygodnosci

o Ma dobre wiasnosci zbieznosci dla rosngcej
dtugosci ciggu uczgcego

o Latwiejszy w wyznaczeniu od estymatorow
iInnych metod

e Ogolna idea dziatania estymatora

o Zatézmy, ze jest c klas obiektow
P(X | o) ~ N(py, )

0=(1,,%;) = () 41} 01 02, COV(X] X7)...)

Pattern Classification, ChapteR3
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o Wykorzystanie ciggu uczacego do estymacji

0=(04,86, ...,0,),0dzie 6, (1=1, 2, ..., c) odpowiadaja
klasom

e Niech D zawiera n probek, Xy, X,,..., X,

P(D|6) =] [P(x |6) = F(6)

HIC)N - funkcja wiarygodnosci

o Estymator MW parametru 6 maksymalizuje P(D | 0)

“Jest takg wartoscig parametru 0, ktora najlepie;
odpowiada zaobserwowanym pomiarom, zebranym w
ciggu uczacym’”

Pattern Classification, ChapteR3
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FIGURE 3.1. The top graph shows several training points in one dimension, known or
assumed to be drawn from a Gaussian of a particular variance, but unknown mean.
Four of the infinite number of candidate source distributions are shown in dashed
lines. The middle figure shows the likelihood p(D|#) as a function of the mean. If we
had a very large number of training points, this likelihood would be very narrow. The
value that maximizes the likelihood is marked #; it also maximizes the logarithm of
the likelihood-—that is, the log-likelihood [(7), shown at the bottom. Note that even
though they look similar, the likelihood p(D|8) is shown as a function of # whereas the
conditional density p(x|#) is shown as a function of x. Furthermore, as a function of &,
the likelihood p(]#) is not a probability density function and its area has no signifi-
cance. From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David . Stork, Fattern Classification.
Copyright @© 2007 by John Wiley & Sons, Inc.



e Estymator optymalny
e Niech 0 =(0,, 0,, ..., 0,)" oraz niech V, oznacza gradient

e Oznaczmy I(6) jako:

(6) = In P(D | 6)

o Sformutowanie problemu:
wyznaczyC wartos¢ 0, ktéra maksymalizuje:

0 =arg max! ()
0

Pattern Classification, ChapteR3



Warunek konieczny optimum:

(V1 =>V,InP(x, |0)

V,l =0

Pattern Classification, ChapteR3
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e Szczegolny przypadek: nieznane p

o P(x;| 1) ~ N(, )
(Wartosci cech obiektow sg zmiennymi losowymi o
wielowymiarowym rozktadzie normalnym)

NP | ) == nl()? 312 (%, - )" = 4% - 0

| Vo, INP(x, | 1) =7 (X, — 1) =0

0 = u azatem:

. Estymator MW parametru p musi spetnia¢ warunek:

Zz_l(xk -1)=0
k=1
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. Po wymnozeniu przez X oraz po prostych
przeksztatceniach otrzymujemy:

Jest to srednia arytmetyczna probek z ciggu
uczgcego

Jezeli P(x, | ») (=1, 2, ..., C) jest rozkladem Gaussa w d-
wymiarowej przestrzeni cech to mozna estymowac

0=(0,,0,, ..., 0.7 i dokona¢ optymalnej klasyfikacji (w sensie
bayesowskim).

Pattern Classification, ChapteR3
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e Estymator MW:
e Rozktad normalny: nieznane x oraz o
6 = (04, 0,) = (1, 6%

1
(Xk - 91)2

| = InP(x, | O) =—%|n 270, —

f; (InP(x, | 0))

1

e,
20, (InP(x, | 0))

1
Q_(Xk _61) =0

2
_ 2
20, 20
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Sumowanie:
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e Obcigzenie estymatora

e Estymator MW parametru o2 jest obcigzony

macierz kowariancji z proby

14
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e Dodatek: Sformutowanie zadania estymacji MW

e Niech D = {X{, X5, ..., X}

P (X0, X, | 0) :M(xk 0); D] = n

Nalezy wyznaczycC wartoéc’:, przy ktorej ciag
uczacy jest najbardziej reprezentatywny

Pattern Classification, ChapteR3
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D] =n

IP(XJ | @)

0 D¢

Pattern Classification, ChapteR3

N(w;, %) = P(X;, @)

D,
Dy

P(X; | ®y)




0=(0,0, ..,0.)

Problem: wyznaczyc [s] takie, ze:

max P(D|68) =maxP(x,,.... X |6)

=max | | P(x, |6)
k=1

Pattern Classification, ChapteR3
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Chapter 3:
Estymator najwiekszej wiarygodnosci
| estymator Bayesa (part 1)

® Metoda Bayesa (MB)
e Parametryczny estymator Bayesa: rozktad normalny

e Parametryczny estymator Bayesa: przypadek
ogolny

Problemy z wielowymiarowoscig

Z1tozonosc¢ obliczeniowa

Analiza komponentow I analiza dyskryminacyjna

Ukryte tancuchy Markowa



e Estymator Bayesa (uczenie
bayesowskie w rozpoznawaniu
obrazow)

e In MLE 6 was supposed fix

e In BE 0 Is a random variable

e \Wyznaczanie prawdopodobienstw
a’'posteriori P(w; | X)

e \WyznaczycC P(w; | X, D)
Wzor Bayesa dla probki p:

P(w, | X,D) = o

> P(x|;,D)P(w, | D)

j=1

Pattern Classification, Chapter 1
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P(X,D|w;)=P(x|D,w,)P(D|w,)
P(x|D)=ZP(x,a)j |D)

P(w,) = P(w, | D)
Ostatecznie :

P(w, | x,D) :M

ZP(X|a)J—,D)P(a)J—)

Pattern Classification, Chapter 1
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e Parametryczny estymator Bayesa:

rozktad normalny

Cel: Estymacja 6 z wykorzystaniem rozktadu
a’posteriori P(0 | b)

e Przypadek jednowymiarowy: P(u | D)
u jest jedynym nieznanym parametrem

P(x| 1) ~ N(u, o)
P(u) ~ N(ﬂo’aoz)

Pattern Classification, Chapter 1 21



P(D|1)P(x)
[P 1)P(u)du

P(u|D) =

=aH P(X | 1)P(1)

e Estymacja rozktadu

P(|D) ~ N(u,,07)

Porownanie (1) 1 (2):

22
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FIGURE 3.2. Bayesian learning of the mean of normal distributions in one and two dimensions. The posterior

distribution estimates are labeled by the number of training samples used in the estimation. From: Richard O.
Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Fattern Classification. Copyright © 2001 by John Wiley & Sons, Inc.
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e Przypadek jednowymiarowy P(x | D)
e P(u | D) Jest juz wyznaczone
e P(X | D) pozostato do wyznaczenia!

P(x|D) = j HCIMNILIAIDNM jest rozktadem normalnym

NVl P(X| D) ~ N(ﬂn’52+0'r?)

(szukany rozktad w klasach P(x | p;, ®;))

Majgc P(x | b;, o;) wraz z P(w;) | wzorem Bayesa,
otrzymujemy regute decyzyjng dla klasyfikatora
Bayesa.

mwc';_lx[P(a)j | X,D]E mwe_lx[P(X | a)j’Dj)P(a)j)]

J

Pattern Classification, Chapter 1 24
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e Parametryczny estymator Bayesa:

przypadek ogolny

e \Wyznaczenie P(X | D) moze bycC
przeprowadzone w kazdej sytuacji, w ktorej
nieznany rozktad daje sie parametryzowac.
Szczegotowe zatozenia sg hastepujgce:

e Postac P(x | 0) jest znana z doktadnoscig do
wartosci 0, ktorg nalezy wyznaczyc

e Wiedza o0 0 jest zawarta w znanym rozktadzie
a’priori P(0)

e Pozostata czesc¢ wiedzy o 0 jest zawarta w
zbiorze b n zmiennych losowych Xy, X, ..., X,

Pattern Classification, Chapter 1 25
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Podstawowe zadanie:

Ze wzoru Bayesa mamy:
P(D[6)P(9)
j P(D|O)P(0)dO

P(0|D) =

Z warunku niezaleznosci otrzymujemy:

P010)=[]P(x,10)

Pattern Classification, Chapter 1
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Problemy z wielowymiarowoscig

e Zadania z 50 lub 100 binarnymi cechami
e Doktadnosc klasyfikacji zalezy od wymiaru i
llosci danych uczacych
e Przypadek wielowymiarowy z rozktadem
normalnym | dwiema klasami o te] same]

kowariancji

1 7 2
—— |e du
272- r-!-z

P(blad) =
gdzie: r®=(m— 1) (14 — 115)

lim P(blad) = 0

—oo

Pattern Classification, Chapter 1 27
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e Jezeli cechy sg niezalezne, to:

> =diag(c{,05,...,07)

i—d 2

rZZZ zull Hi»

i=1 O;

e Najbardziej uzyteczne cechy to takie, ktorych roznica miedzy
srednig jest duza w porownaniu do odchylenia standardowego

e Czesto obserwuje sie w praktyce, ze — poczgwszy od pewnego
momentu — uwzglednianie kolejnych cech prowadzi do
pogorszenia jakosci klasyfikacii!.

Pattern Classification, Chapter 1 28
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FIGURE 3.3. Two three-dimensional distributions have nonoverlapping densities, and
thus in three dimensions the Bayes error vanishes. When projected to a subspace
the two-dimensional x;, — x; subspace or a one-dimensional x; subspace
be greater overlap of the projected distributions, and hence greater Bayes error. From:

Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Fattern Classification. Copyright
© 2001 by John Wiley & Sons, Inc.

here,
there can
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e /tozonosSc¢ obliczeniowa

e Notacja “wielkie 0”
f(x) = O(h(x))

Jezeli: 3(c,, X,) € RZ; ‘f(x)‘sco‘h(X)‘

(gorna granica f(x) rosnie nie szybciej niz h(x)
wystarczajgco x o wystarczajgco duzym
wymiarze!)

f(x) = 2+3x+4x°

g(x) = x?
f(x) = O(x?)

Pattern Classification, Chapter 1 30
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f(x) = O(x?); f(x) = O(x°); f(x) = O(x*)

eNotacja “wielkie theta”

i(x) = 8(h(x))

Jezelr:

A(X,,C,,C,) € R®; VX > X,

0<c,g(x) < f(X)<c,g(x)

f(x) = 0(x?) ale f(x) = 6(x3)

attern Classification, Chapter 1 31
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e /tozonosc estymatora MW

e Rozktady normalne a’priori, d-wymiarowy
klasyfikator, na kazdg z c klas przypada n
probek ciggu uczacego

e Dla kazdej klasy wyznaczamy funkcje
dyskryminujgca:

, O(1)
O(d.n) O(n.d?) —
——

9272 1nls]+In P(w)

2 2 S——
\—ﬁf_J O(n)
O(d?.n)

g(x):—%(x— B =T (x— i) -

Ztozonos¢ ogdtem= O(d?.-n)
Ztozonosé przy c klasach = O(cd?.n) = O(d?.n)

e Koszt obliczeniowy jest znaczacy kiedy d i n
Sa dUZG Pattern Classification, Chapter 1 32
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e Analiza komponentow | analiza

dyskryminacyjna

e tgczenie cech w celu redukcji wymiaru przestrzeni
cech

e Najprosciej: kombinacje liniowe cech

e Projekcja danych z przestrzeni wysokowymiarowych
do przestrzeni o mniejszej liczbie wymiarow

e Dwa klasyczne podejscia do znajdywania

,optymalnej”’ transformacji liniowe]

e PCA (Principal Component Analysis) “Projekcja dajgca
najlepszg reprezentacje danych w sensie
sredniokwadratowym”

e MDA (Multiple Discriminant Analysis) “Projekcja najlepiej
separujgca dane w sensie sredniokwadratowym”

Pattern Classification, Chapter 1 33
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Ukryte tancuchy Markowa:
e tancuchy Markowa
e Cel: wyznaczyC sekwencje decyzji
e Procesy dynamiczne, na stany w czasie t
wptywajg stany w czasie t-1
e Zastosowania: rozpoznawanie | tagowanie

mowy, rozpoznawanie gestow,
sekwencjonowanie DNA,

e Proces bez pamieci:
o' = {n(1), (2), ®(3), ..., ®(T)} — sekwencja
stanow, np.
®° ={wl, 04, 02, 2, vl, w4}
e Proces moze ,,odwiedzi¢” ten sam stan w

roznych krokach, przy czym pewne stany w
ogole nie muszg byc¢ odwiedzane

Pattern Classification, Chapter 1 34
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e Model Markowa pierwszego rzedu

e Prawdopodobienstwa przejsc do kolejnych stanow:

P(ot+1) [ o (1) = g

Pattern Classification, Chapter 1
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FIGURE 3.8. The discrete states, w;, in a basic Markov model are represented by nodes,
and the transition probabilities, a;, are represented by links. In a first-order discrete-time

Markov model, at any step  the full system is in a particular state (). The state at step
I+ 1 is a random function that depends solely on the state at step 1 and the transi-
tion probabilities. From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Faftern
Classification. Copyright © 2001 by John Wiley & Sons, Inc.
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0= (aj; o)
Plo"|[0)=a,,.a, .8,.8, .84 .
P(o(1) = o)

rozpoznawanie mowy
“‘wypowiadanie kolejnych stow”

“obraz” stowa to reprezentacja przy uzyciu
fonemow: /p/ [al It/ [er!l In/ ] (i1 = stan ciszy)

Przejscia: /p/ do /a/, /a/ do /tt/, /tt/ do /er/, ler/
do /n/ 1 /n/ do stanu ciszy

Pattern Classification, Chapter 1 37
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Chapter 3.
Estymator najwieksze| wiarygodnosci
| estymator Bayesa (part 3)

® Ukryte modele Markowa
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® Ukryty model Markowa

® Zwigzek stanow procesu ze stanami ukrytymi
2by= 1 dla wszystkich j, dla ktorych by =P(V,(t) | ai(t)).

® 3 zadania zwigzane z tym modelem

® The evaluation problem
® Zadanie dekodowania

® Zadanie uczenia

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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® The evaluation problem

Prawdopodobienstwo, ze w trakcie dziatania procesu
zaobserwowana zostanie sekwencja stanow V':

PV)=3 POV [0 P

gdzie r jest numerem sekwencji T stanow ukrytych
o] ={oQ),o(2),...,o(T)}

® PV oD =[[POO] o)

@ Peh=[[P@O)]ot-1)

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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Z zaleznosci (1) 1 (2) wynika:

Fmax t=T

PV =2 [ [PV @) P(e(t) | @(t-1)

r=1 t=1

Interpretacja: Prawdopodobienstwo zaobserwowania konkretnej
sekwencji T stanow procesu V' jest sumg po wszystkich r, .,
mozliwych sekwencji stanow ukrytych, iloczynow prawdopodobienstw
warunkowych przejscia do poszczegolnych stanow |
prawdopodobienstw zaobserwowania mierzalnych stanow w

sekwencji.

Przyktad: Niech w,, @,, @; 0znaczajg ukryte stany; v,, v,, V5 stany
mierzalne a V3 ={v,, v,, V;} jest sekwencjg stanéw widocznych.

P({V1, Vo, V3}) = P(@y) P(vy | @) P(@, | @) P(v;, | @) P(as | @) P(vs | @)
+...+ (liczba wszystkich sktadnikdw sumy to (33= 27)!)

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)



42

1

Vi I Vv, I Vs
Pierwszy przypadek: . ’\ . .
. . f7» =

(t=1) (t=2) (=K)

Drugi przypadek:

P({vq, vy, V3}) = P(@,).P(Vy | @,).P(a; | @,).P(V, | @3).P(@, | @3).P(Vs| ) + ...+

t=3

2 [ [P(v(t) |(t)P(e(t) | ot 1))

t=1

mozliwe sekwencje
stanow ukrytych

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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® Zadanie dekodowania (optymalna sekwencja
stanow)
Dla sekwencji stanow mierzalnych VT, the decoding
problem polega na znalezieniu najbardzie]
prawdopodobnej] sekwencji standw ukrytych.
03(1),0“)(2),___,(?)@) , ktéra spetnia

(1), 5(2),....>(T)= argmax P[o@), ®(2),...,o(T),vQL),v(2),...V (T)| ]

o(1),0(2),...o(T)

gdzie: A=[xA,B]

7= P(a(1) = w) (prawdopodobienstwo stanu
poczgtkowego)

A =g;=Pla(t+l) =] | oft) =1)
B = b,k— P(v(t) = k| aft) =))

Zauwazmy, ze brak jest tu sumowania, poniewaz poszukiwana
jest jedna, najlepsza sekwencja

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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W poprzednim przyktadzie, te obliczenia odpowiadajg
wyborowi najlepszej sciezki spomiedzy:

{o(t = 1), 05(t = 2),05(t = 3)}, {o(t = 1), 05(t = 2), 04t = 3)}
{as(t = 1),0,(t = 2),0,(t = 3)}, {a(t = 1),0,(t = 2), 0, (t = 3)}
{an(t = 1),0,(t = 2),05(t = 3)}

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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® Zadanie uczenia (estymacja parametrow)

Zadanie polega na zaproponowaniu metody estymacji
parametrow A = [7,A,B] optymalizujgcej pewne kryterium.
Nalezy znalezC najlepszy model

A =[x, A, B]
maksymalizujgcy prawdopodobienstwo zaobserwowania
otrzymanej sekwencji :

max PV'|A)

Do znalezienia lokalnego optimum mozna uzy¢ metod
iteracyjnych, np. metody Bauma-Welcha lub metody
gradientowe]

Pattern Classification, Chapter 3 (Part 3)
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